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O muro de contenc¸a˜o e´ um sistema construtivo comumentemente utilizado em situac¸o˜es
com instabilidade geote´cnica. Aplicou-se, neste trabalho, o algoritmo de otimizac¸a˜o meta-
heur´ıstico Search Group Algorithm (SGA) para obtenc¸a˜o das func¸o˜es objetivo indepen-
dentes de peso e de custo em dois exemplos de muros de contenc¸a˜o cantilever. Foram
consideradas as estabilidades geote´cnicas de tombamento, deslizamento e capacidade de
suporte da fundac¸a˜o, e os requisitos estruturais de esforc¸os flexurais e cortantes em qua-
tro sec¸o˜es cr´ıticas do muro para a formulac¸a˜o matema´tica do problema. As varia´veis de
projeto geome´tricas foram tomadas como cont´ınuas e as varia´veis de projeto estruturais
como discretas. Na˜o foi feita ana´lise de func¸a˜o multiobjetivo neste problema, portanto
foram avaliadas as func¸o˜es de peso e custo separadamente. O objetivo do presente traba-
lho e´ avaliar a eficieˆncia do SGA atrave´s dos valores minimizados de peso e custo em duas
situac¸o˜es diferentes, as duas servem para comparar os resultados obtidos pelo SGA aos
obtidos por Camp e Akin com o Big Bang-Big Crunch Algorithm (BB-BC) e a segunda
para ponderar o efeito da adic¸a˜o de uma chave de resisteˆncia translacional na base do
muro. Nos dois exemplos e´ feita a ana´lise de sensibilidade por variac¸a˜o parame´trica de
sobrecarga, aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude e aˆngulo de atrito interno do solo de aterro, e
no primeiro exemplo e´ analisada a convergeˆncia do algoritmo proposto. Cada resultado
foi obtido por 100 execuc¸o˜es do algoritmo e elencados em melhor func¸a˜o objetivo, me´dia
e desvio padra˜o.
Palavras-chave: Otimizac¸a˜o. Meta-heur´ıstica. Muros de Contenc¸a˜o. Search Group
Algorithm. SGA. Estabilidade geote´cnica. Dimensionamento estrutural.

ABSTRACT
The retaining wall is a constructive system commonly used in situations where geote-
chnical instability occurs. A metaheuristic optimization algorithm, the Search Group
Algorithm (SGA), was used to obtain the cost and weight objective functions from two
examples of cantilever retaining walls. Geotechnical stability and structural requirements
were considered in the mathematical formulation of the problem, wich are comprised by
the overturning moments criteria, sliding resistance, soil bearing capacity and flexural and
shear requirements in four critical sections. The geometric design variables were taken
as continuous and the structural design variables were taken as discrete. The objective
functions of cost and weight are independent, therefore multiobjective functions were not
used. The objective of this work is to evaluate the efficiency of the SGA through the
minimized values of weight and cost in two different situations, both of them aims to
compare the results obtained by the use of the SGA to those obtained by Camp and
Akin with the Big Bang-Big Crunch Algorithm (BB-BC) and the second to evaluate the
effect of a base shear key. In both examples a sensitivity analysis is made with varying
surcharge loads, backfill slope and internal friction angle of the retained soil and in the
first example a convergence analysis of the proposed algorithm is made. Each result is
obtained by 100 executions of the algorithm and listed as best objective funtion, mean
value and standard deviation.
Keywords: Optimization. Metaheuristics. Retaining walls. Search Group Algorithm.
SGA. Geotechnical stability. Structural design.
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1 INTRODUC¸A˜O
O muro de contenc¸a˜o e´ uma alternativa para situac¸o˜es em que ha´ instabilidade
geote´cnica de taludes, tanto em seu estado natural quanto em cortes artificiais. A ins-
tabilidade se deve a` incapacidade de resisteˆncia da massa de solo frente ao aˆngulo de
inclinac¸a˜o do mesmo. A aplicac¸a˜o dessa soluc¸a˜o e´ comum nas grandes obras de infraes-
trutura, a saber: construc¸a˜o de rodovias, pontes, ferrovias, entre outras. Considerando
essas obras, que geralmente sa˜o de grande extensa˜o e onerosas, e´ trivial assumir que,
ale´m da estabilidade geote´cnica e estrutural, a minimizac¸a˜o de custo tem peso elevado na
escolha de projeto. O processo de dimensionamento se da´ por tentativa e erro, em que
um projeto inicial e´ testado, sua resposta em relac¸a˜o ao sistema e´ calculada e a decisa˜o de
parar depende do julgamento do projetista. Considerando ainda a variedade de restric¸o˜es
impostas nessa categoria de sistema — estabilidade ao tombamento, deslizamento e capa-
cidade de suporte do solo de fundac¸a˜o; necessita tambe´m, prover resisteˆncias estruturais
a`s solicitac¸o˜es de esforc¸os cortantes e flexurais em todas as sec¸o˜es cr´ıticas, respeitando
os co´digos de construc¸a˜o. Em vista disso, na˜o ha´ garantia de que o valor retornado seja
econoˆmico, logo o processo pode se tornar custoso em dias dispendidos, recursos materiais
e humanos.
Em contrapartida, os algoritmos de otimizac¸a˜o tentam encontrar o valor mais econoˆ-
mico respeitando todas as restric¸o˜es estruturais e geote´cnicas simultaneamente. Os algo-
ritmos meta-heur´ısticos teˆm aplicabilidade em problemas com varia´veis discretas e onde
ocorram func¸o˜es objetivos na˜o cont´ınuas, na˜o convexas e possuidoras de va´rios mı´nimos
locais. Eles operam melhorando iterativamente uma soluc¸a˜o encontrada e na˜o ha´ neces-
sidade de projeto inicial.
Segundo Gandomi (2016), o projeto o´timo de muros de contenc¸a˜o foi objeto de
muitos estudos no passado: Rhomberg e Street (1981), Keskar e Adidam (1989), Dembicki
e Chi (1989), Basudhar et al. (2008) e Babu e Basha (2008).
Sobre a mesma tema´tica, estudos mais recentes foram realizados utilizando algo-
ritmos de otimizac¸a˜o meta-heur´ısticos. Para avaliar projetos de peso e custo o´timos em
muros cantilever de 3 e 4,5 metros, avaliando o efeito de uma chave na base do muro de
maior altura, Gandomi (2015) utilizou os algoritmos Accelerated Particle Swarm Optimi-
zation, Firefly Algorithm e Cuckoo Search. No ano seguinte, Gandomi (2016) utilizou treˆs
algoritmos evoluciona´rios: Differential Evolution, Evolutionary Strategy e Biogeography
Based Optimization Algorithm. Tambe´m, sobre os mesmos estudos, Camp e Akin (2012)
usou um algoritmo iterativo de busca heur´ıstica baseado em populac¸a˜o, o Big Bang-Big
Crunch. Segundo Gandomi (2015, p. 72), apesar de quantidade limitada de pesquisas
sobre otimizac¸a˜o de muros de contenc¸a˜o, ha´ muitos estudos sobre o to´pico de otimizac¸a˜o
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estrutural e geote´cnica, como o de Sahab et al. (2013), Pezeshk e Camp (2002), Gholiza-
deh e Barati (2012), Bekdas (2014), Das (2005), Das e Basudhar (2006), Kashani et al.
(2014) e Khajehzadeh et al. (2014).
O presente trabalho ira´ avaliar a efetividade do algoritmo de otimizac¸a˜o meta-
heur´ıstico Search Group Algorithm (SGA) na otimizac¸a˜o de muros de contenc¸a˜o cantilver,
avaliar o efeito da adic¸a˜o de uma chave no muro e fazer uma ana´lise de sensibilidade frente
a` variac¸a˜o de sobrecarga, aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude e aˆngulo de atrito do solo de
aterro.
Para tanto este volume esta´ divido em treˆs partes: do cap´ıtulo 2 ao 7 sa˜o apresenta-
das as teorias utilizadas, o cap´ıtulo 8 discursara´ sobre a formulac¸a˜o matema´tica elaborada




Este trabalho enfoca a utilizac¸a˜o do algoritmo meta-heur´ıstico SGA para tratar da
minimizac¸a˜o das func¸o˜es objetivo independentes de custo e peso de um muro de con-
tenc¸a˜o cantilever. Os paraˆmetros, varia´veis de projeto e func¸o˜es objetivo utilizados aqui
sa˜o consistentes com aqueles apresentados por Camp e Akin (2012) e foram adaptados
do estudo originalmente proposto por Saribas e Erbatur (1996). O objetivo principal e´
comparar os resultados obtidos com o algoritmo Big Bang-Big Crunch, por Camp e Akin
com os obtidos neste trabalho utilizando o SGA, algoritmo desenvolvido na Universidade
Federal de Santa Catarina por Gonc¸alves, Lopez e Miguel (2015).
A formulac¸a˜o matema´tica foi reproduzida, o mais fielmente poss´ıvel, do artigo de
Camp e Akin (2012) e outras literaturas serviram de refereˆncia: Optimization of retaining
wall design using recent swarm intelligence techniques, Gandomi, 2015, e Optimization of
retaining wall design using evolutionary algorithms, Gandomi, 2016.
A implementac¸a˜o foi realizada com MATLAB.
1.1.2 Objetivos Espec´ıficos
1. Testar a eficieˆncia do SGA — originalmente desenvolvido para lidar com otimizac¸a˜o
de estruturas trelic¸adas — em muros de contenc¸a˜o.
2. Comparar os resultados obtidos com estudos feitos por Camp e Akin (2012) com o
algoritmo Big Bang-Big Crunch (BB-BC).
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3. Analisar a convergeˆncia do SGA.
4. Avaliar a sensibilidade dos projetos, obtidos pelo SGA, por variac¸a˜o parame´trica
de: aˆngulo de atrito do solo de aterro, inclinac¸a˜o do talude e sobrecarga aplicada.
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2 CRITE´RIO DE RUPTURA MOHR-COULOMB
Mohr apresentou em 1900 uma teoria de ruptura de materiais e na maioria dos casos,
e´ poss´ıvel aproximar a tensa˜o cisalhante no plano de ruptura como uma func¸a˜o linear da
tensa˜o normal, Coulomb (1776, apud DAS, 2006, p. 365). Essa func¸a˜o linear, chamada
de Crite´rio de ruptura Mohr-Coulomb, pode ser expressa como:
τf = c+ σ tanφ (2.1)
onde c e´ a coesa˜o, φ e´ o aˆngulo de atrito interno, σ e´ a tensa˜o normal no plano de ruptura
e τf e´ a resisteˆncia cisalhante.
Em solos saturados, a soma da tensa˜o efetiva σ′ e da poropressa˜o u resulta na tensa˜o
normal em determinado ponto:
σ = σ′ + u (2.2)
A tensa˜o efetiva e´ decorrente das part´ıculas so´lidas do solo e a poropressa˜o e´ con-
sequeˆncia da a´gua. A poropressa˜o na˜o se soma a` resisteˆncia do solo, portanto a equac¸a˜o
2.1 deve ser reescrita em termos de tensa˜o efetiva:
τf = c
′ + σ′ tanφ′, (2.3)
onde c′ e φ′ sa˜o a coesa˜o e o aˆngulo de atrito baseados na tensa˜o efetiva. Logo a equac¸a˜o
(2.1) e (2.3) sa˜o expresso˜es de resisteˆncia cisalhante baseadas em tensa˜o total e tensa˜o
efetiva, respectivamente.
Figura 1 – Crite´rio de Ruptura Mohr-Coulomb
(a) (b)
Fonte: Adaptado de Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 366
Segundo Das, a expressa˜o do crite´rio de ruptura Mohr-Coulomb pode ser entendida
ao se observar a Figura (1). Sejam σ′ e τ as tenso˜es normais e cisalhantes atuando no plano
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de ruptura ab na Figura (1-a). A Figura (1-b) mostra o gra´fico gerado pela expressa˜o
da resisteˆncia cisalhante, equac¸a˜o (2.3). Se os valores de σ′ e τ forem tais que resultem
no ponto A da Figura (1-b), a ruptura ao cisalhamento na˜o ocorrera´ ao longo do plano
ab. Caso a combinac¸a˜o de σ′ e τ resultem no ponto B, havera´ ruptura no plano ab por
cisalhamento. O ponto C jamais podera´ ocorrer pois a ruptura do solo teria ocorrido
muito antes de tais valores de σ′ e τ serem alc¸ados (2006, p. 367).
De forma sintetizada, pode-se dizer que a resisteˆncia cisalhante tem a forma de
uma reta definida pelos paraˆmetros aˆngulo de atrito, coesa˜o e a combinac¸a˜o das tenso˜es
normais e cisalhantes atuantes no momento da ruptura. Pore´m deve-se ter cuidado nessa
definic¸a˜o, pois a magnitude desses paraˆmetros e´ referente a` ruptura, ou seja, os valores
de c′ e φ′ utilizados em projeto na˜o condizem com o estado atual do macic¸o de solo, mas
sim, com o estado de ruptura do mesmo.
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3 TEORIA DO EMPUXO DE RANKINE
Figura 2 – Tensa˜o horizontal no estado de repouso
Fonte: Adaptado de Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 425
Na Teoria dos Empuxos, Rankine investigou as tenso˜es num solo, que se encontra em
estado pla´stico de equil´ıbrio, em busca das presso˜es laterais exercidas sobre uma barreira
imo´vel (um muro). Considerando a massa de solo, como mostra a Figura (2), contida
por um muro de altura AB onde na˜o ha´ atrito entre o solo e o muro. Um elemento de
solo a uma profundidade z esta´ sujeito a`s tenso˜es efetivas vertical e horizontal, σ′0 e σ
′
h,
respectivamente. Na˜o ha´ tenso˜es cisalhantes nos planos vertical e horizontal do elemento
de solo considerado. Define-se enta˜o a relac¸a˜o entre tensa˜o horizontal e vertical como





Treˆs casos podem ser descritos para o muro. O primeiro ocorre quando o muro
encontra-se esta´tico, ou seja ele na˜o se move nem para a direita e nem para a esquerda e
a massa de solo encontra-se enta˜o em estado de equil´ıbrio esta´tico, como ilustra a Figura
(2). Chama-se a tensa˜o horizontal σ′h de tensa˜o no estado de repouso e k0 o coeficiente





No segundo caso, se o muro se desloca de AB para A’B, como ilustra a Figura (3),
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uma massa triangular de solo descrita por ABC’ atingira´ o estado pla´stico de equil´ıbrio e
deslocar-se-a´ pelo plano de ruptura descrito por BC’. Nesse momento a tensa˜o horizontal
efetiva e´ denominada de tensa˜o horizontal no estado ativo e ka denominado de coeficiente





Figura 3 – Tensa˜o horizontal no estado ativo
Fonte: Adaptado de Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 425
O terceiro caso ocorre quando o muro desloca-se da posic¸a˜o inicial para A”B —
Figura (4) — e a massa triangular de solo ABC” atinge o estado pla´stico de equil´ıbrio
rompendo-se e deslizando ao longo do plano de ruptura BC”. A tensa˜o horizontal efe-
tiva nesse momento e´ chamada de tensa˜o horizontal no estado passivo e kp denominado






Figura 4 – Tensa˜o horizontal no estado passivo
Fonte: Adaptado de Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 425
3.1 EMPUXO ATIVO
Ao permitir que o muro se desloque lentamente para o lado contra´rio do solo, o raio
do c´ırculo de Mohr descrito por um bloco de solo submetido a`s tenso˜es principais aumenta,
ou seja, a tensa˜o principal horizontal efetiva diminui, como evidenciado na Figura (5) em
que o estado de tenso˜es inicial e´ representado pelo c´ırculo a e o estado de tenso˜es na
ruptura e´ representado pelo c´ırculo b. No momento em que o c´ırculo de Mohr aumentar
ate´ a ruptura, o estado pla´stico de equil´ıbrio do solo sera´ atingido, diz-se que esse e´ o
Estado Ativo de Rankine e que a pressa˜o lateral exercida sobre o muro e´ o Empuxo Ativo
de Rankine.
Figura 5 – C´ırculo de Mohr no Empuxo Ativo
Fonte: Adaptado de Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 449
De acordo com Das (2006), o valor do coeficiente de empuxo ativo de Rankine pode
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cos(β)2 − cos(φ′)2 , (3.6)
onde β e´ o aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude, ilustrado na Figura (6), e φ′ e´ o aˆngulo de
atrito interno do solo de aterro.
Figura 6 – Aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude de aterro β
Fonte: Adaptado de Optimization of retaining wall design using recent swarm intelligence techniques,
Gandomi et al., 2015.
3.2 EMPUXO PASSIVO
Considerando o mesmo sistema solo-muro da sec¸a˜o anterior, deixando que desta
vez o muro se mova lentamente em direc¸a˜o ao solo, a tensa˜o principal horizontal de um
bloco de solo situado pro´ximo ao muro ira´ aumentar ate´ que se atinja o estado pla´stico de
equil´ıbrio do solo, a` tensa˜o principal horizontal nesse momento de ruptura da´-se o nome
de Empuxo Passivo de Rankine. Na Figura (7), o estado de tenso˜es inicial e´ representado
pelo c´ırculo a e o estado de tenso˜es na ruptura e´ representado pelo c´ırculo b.
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Figura 7 – C´ırculo de Mohr no Empuxo Passivo
Fonte: Adaptado de Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 452
Segundo Das (2006), a raza˜o de σ′p por σ
′
0, ou coeficiente de empuxo passivo kp,











4 ESTABILIDADE GEOTE´CNICA DE MUROS DE CONTENC¸A˜O
RI´GIDOS
4.1 TRANSLAC¸A˜O
O fenoˆmeno de translac¸a˜o equivale ao deslizamento da base do muro de contenc¸a˜o
em relac¸a˜o a` superf´ıcie do solo de fundac¸a˜o. Portanto as forc¸as laterais solicitantes que





em que Fr e Fs sa˜o as forc¸as resistentes e forc¸as deslizantes, respectivamente.
Os agentes mobilizantes do muro sera˜o as forc¸as provenientes do empuxo ativo de
Rankine do lado direito do muro, Figura (8), ja´ a parcela resistente e´ composta pela soma
do empuxo passivo ao lado esquerdo, do atrito na base do muro causado pelo aˆngulo
de atrito solo-muro (2
3
φ′) e da adesa˜o solo-muro, a qual e´ func¸a˜o da coesa˜o do solo de
fundac¸a˜o.
Figura 8 – Empuxo ativo
Fonte: Basics of Retaining Wall Design, 2nd ed., Brooks, 2010, p. 53
Segundo Brooks, a parcela de empuxo ativo do lado esquerdo do muro, devido ao
solo acima do pe´, e´ geralmente desconsiderada nos ca´lculos de estabilidade (2010, p. 55).
A resisteˆncia do atrito e´ a soma dos carregamentos verticais acima da base do muro







Na hipo´tese de haver solo coesivo na fundac¸a˜o, a adesa˜o entre a base do muro e o





em que c e´ a coesa˜o do solo de fundac¸a˜o e B o comprimento da base do muro.
O empuxo passivo e´ calculado na altura do pe´ do muro ou, caso exista, ate´ a altura
da chave.
Definidos os contribuintes, pode-se reescrever a equac¸a˜o (2.16) da seguinte maneira:
FSt =
Fatrito + Fadesao + Pp
Pax
, (4.4)
onde Pp e´ a soma dos empuxos passivos e Pax a parcela horizontal de empuxo ativo.
4.2 TOMBAMENTO
Verificac¸a˜o dos momentos em relac¸a˜o ao ponto inferior direito da base do muro, o





sendo MR os momentos resistentes e MS os momentos solicitantes.
O momento solicitante se alude apenas a` componente horizontal do empuxo ativo
multiplicado pelo seu brac¸o de alavanca. Na situac¸a˜o de sobrecarga sobre talude inclinado,
a parcela de empuxo da sobrecarga dara´ uma distribuic¸a˜o de tenso˜es retangular com brac¸o
de alavanca H/2, onde H e´ altura do bloco de tenso˜es em um plano vertical que inicia
no ponto inferior direito do muro e termina na superf´ıcie de solo inclinado. A parcela
do empuxo do solo resulta em uma distribuic¸a˜o triangular de tenso˜es com inclinac¸a˜o β,
o momento sera´ a resultante dessa distribuic¸a˜o vezes o brac¸o de alavanca de H/3, onde
H e´ a altura do mesmo plano vertical descrito anteriormente. A resultante e o brac¸o de
alavanca da parcela de empuxo devido ao solo esta´ ilustrada na Figura (8).
Todas as forc¸as verticais aplicadas a` direita da extremidade esquerda da base do
muro sa˜o agentes do momento resistente, entre elas usualmente encontram-se o peso do
muro, o peso de solo acima da base, a parcela vertical de empuxo e a resultante da
sobrecarga. Assim sendo, o momento resistente sera´ o somato´rio das forc¸as verticais
multiplicadas pelos seus respectivos brac¸os de alavanca, como demonstrado na Figura
(9).
Conforme Brooks, em taludes inclinados e´ recomendado que a parcela vertical do
empuxo ativo seja usada apenas no ca´lculo dos momentos resistentes, assim sendo, deve
ser desprezada na verificac¸a˜o de deslizamento e capacidade de carga u´ltima, visto que a
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mesma reduz significativamente as presso˜es no solo de fundac¸a˜o (2010, p. 53).
Figura 9 – Forc¸as verticais e seus brac¸os de alavanca
Fonte: Adaptado de Basics of Retaining Wall Design, 2nd ed., Brooks, 2010, p. 52
4.3 CAPACIDADE DE CARGA U´LTIMA DA FUNDAC¸A˜O
“A` parte mais inferior de uma estrutura chamamos de fundac¸a˜o e sua
func¸a˜o e´ transferir os carregamentos da estrutura para o solo o qual os re-
cebe. Uma fundac¸a˜o propriamente dimensionada transfere os carregamentos
sem sobrecarregar o solo, pois um solo sobrecarregado pode romper por cisa-
lhamento ou resultar em recalques excessivos e essas duas situac¸o˜es acarretam
danos a` estrutura. Assim sendo, engenheiros geote´cnicos e de estruturas, que
projetam fundac¸o˜es, devem avaliar a capacidade de carga dos solos de assen-
tamento.”(DAS, 2006, traduc¸a˜o nossa, p. 576).
Para elucidar o conceito de capacidade de carga, e´ suposta uma fundac¸a˜o superficial
retangular de largura B e comprimento L >> B assentada sobre uma camada de solo,
como mostra a Figura (10).
Ao se aplicar uma sobrecarga q a` sapata, ocorre um pequeno recalque; ao se au-
mentar essa sobrecarga q, o recalque aumenta gradualmente. O colapso por se atingir
a capacidade de suporte ocorre quando a sobrecarga assume um valor igual a qu, como
se pode observar na Figura (11). Ao atingir qu a sapata recalca grandes proporc¸o˜es sem
nenhum incremento na pressa˜o do solo, o solo nos dois lados da sapata se desloca acima
da superf´ıcie original do solo. Nesse exemplo o comportamento do solo referente a` relac¸a˜o
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sobrecarga-recalque e´ pro´ximo a` curva I da Figura (11) e qu e´ definido como a capacidade
u´ltima de suporte do solo.
Figura 10 – Sapata retangular
Fonte: Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 578
Figura 11 – Sobrecarga x Recalque na ruptura
Fonte: Adaptado de Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 578
A ruptura descrita e´ chamada de ruptura global do solo e ocorre quando, ao se
aplicar uma sobrecarga a` fundac¸a˜o assentada no solo, uma parcela triangular de solo
abaixo da fundac¸a˜o e´ empurrada para baixo e consequentemente empurra o solo ao seu
redor para os lados e posteriormente para cima. Neste momento o solo passa para o estado
de equil´ıbrio pla´stico e a ruptura acontece.
A relac¸a˜o descrita pela curva II da Figura (11) e´ denominada ruptura local e sua
interface de ruptura na˜o se projeta para a superf´ıcie como no caso global, ela se projeta
para dentro.
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4.3.1 Teoria da Capacidade de Carga U´ltima de Terzaghi
Em 1943, Terzaghi extrapolou a teoria das deformac¸o˜es pla´sticas de Prandtl para
determinar a capacidade de suporte de sapatas corridas superficiais. Uma sapata e´ deno-
minada corrida caso seu comprimento seja maior que cinco vezes a largura, e superficial
caso o embutimento seja menor do que a largura. Para efeitos de ca´lculo, o solo acima
da sapata pode ser considerado como uma sobrecarga de valor igual ao peso espec´ıfico do
solo multiplicado pela sua altura (DAS, 2006, p. 579).
Figura 12 – Sapata corrida superficial
Fonte: Principles of Geotechnical Engineering, 7th ed., Das, 2006, p. 579
Para a situac¸a˜o descrita acima e exemplificada na Figura (12), Terzaghi formulou a
seguinte equac¸a˜o
qu = c




que e´ a Equac¸a˜o de Capacidade de Suporte de Terzaghi. Nc, Nq e Nγ sa˜o denominados
fatores de capacidade de carga e sa˜o dados em func¸a˜o do aˆngulo de atrito do solo de
fundac¸a˜o.
4.4 SEGURANC¸A QUANTOA CAPACIDADE DE SUPORTE DO SOLO DE FUNDAC¸A˜O
Definida a capacidade de suporte da fundac¸a˜o na sec¸a˜o precedente, para que haja






e esse fator de seguranc¸a e´ estipulado por norma, pore´m no presente trabalho esta´ definido
de acordo com Camp e Akin (2012) e vale 1.5 para solos de fundac¸a˜o coesivos e 3.0 para
solos de fundac¸a˜o na˜o-coesivos.
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5 DIMENSIONAMENTO ESTRUTURAL DE ACORDO COM ACI
318-05
As armaduras do muro de contenc¸a˜o sera˜o dimensionadas baseando-se nas reco-
mendac¸o˜es do American Concrete Institute (ACI). O ca´lculo da resisteˆncia a` flexa˜o e´
deduzido do diagrama de tenso˜es exposto na Figura (13).
Figura 13 – Diagrama de tenso˜es
Fonte: Adaptado de www.qph.ec.quoracdn.net/main-qimg-b90e6151422258e9eb826941c5ac8038?
convert_to_webp=true
Fazendo o somato´rio de momentos em relac¸a˜o ao ponto de aplicac¸a˜o da resultante
do bloco de tenso˜es e admitindo que o ac¸o esta´ em escoamento, pode-se obter a resisteˆncia







sendo As a a´rea de concreto na sec¸a˜o considerada, fy a resisteˆncia do ac¸o no escoamento, d
a distaˆncia da superf´ıcie de compressa˜o ate´ o centroide das armaduras e φ fator de reduc¸a˜o
definido por ACI 318-05 (2005, p. 375) e equivale a 0.9. A altura do bloco equivalente de
tenso˜es, segundo ACI (2005, p. 120), e´ expressa por
a = β1c (5.2)
sendo c a distaˆncia da linha neutra ate´ a fibra comprimida mais deformada e β1 igual
a 0.85 para valores de resisteˆncia a` compressa˜o do concreto fc maiores que 17 MPa e
menores que 28 MPa. β1 sera´ reduzido linearmente a uma taxa de 0.05 para cada 7 MPa
de resisteˆncia acima de 28 MPa, pore´m na˜o podera´ ser menor que 0.65.
17MPa ≤ β1 ≤ 28MPa, β1 = 0.85β1 ≥ 28MPa, β1 = 0.85− 0.05 (fc−287 ) (5.3)
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sendo φ o coeficiente de reduc¸a˜o nominal igual a 0.75 (ACI, 2005, 375) e bw a largura da
sec¸a˜o considerada. As a´reas mı´nimas, equac¸a˜o (5.5), e ma´ximas, equac¸a˜o (5.6), de ac¸o

















O ca´lculo de armadura suplementar, utilizada para evitar fissuras por contrac¸a˜o
do concreto e variac¸o˜es de temperatura, sa˜o necessa´rios quando se tem armaduras de
resisteˆncia a` flexa˜o unidirecionais, e sera´ calculada atrave´s da equac¸a˜o seguinte
As,sup = Abρsup (5.7)
onde Ab e´ a a´rea bruta de concreto da sec¸a˜o considerada e ρsup a taxa de armadura
suplementar, igual a 0.2% (ACI, 2005, p. 91).
Os comprimentos de ancoragem ba´sicos e por gancho sa˜o avaliados segundo as




















≥ 150 mm (5.9)
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6 PROJETO O´TIMO
“A Engenharia consiste de um nu´mero de atividades bem estabelecidas, in-
cluindo ana´lise, projeto, fabricac¸a˜o, vendas, pesquisa e o desenvolvimento de
sistemas. O assunto deste texto — o projeto de sistemas — e´ um campo impor-
tante na a´rea da engenharia e foi desenvolvido ao longo de se´culos. A existeˆncia
de sistemas complexos como construc¸o˜es, pontes, rodovias, automo´veis, aero-
planos, ve´ıculos espaciais, entre outros, sa˜o um o´timo testemunho disto. En-
tretanto a evoluc¸a˜o destes sistemas tem sido devagar. O processo ate´ enta˜o
tem sido demorado e custoso, necessitando recursos substanciais, tanto hu-
manos quanto materiais. Portanto a pra´tica usual tem sido projetar, fabricar
e utilizar o sistema independentemente de ter sido o melhor. Sistemas aper-
feic¸oados foram elaborados apenas apo´s um investimento substancial e execu-
tam o mesmo nu´mero de tarefas, ou talvez ate´ mais, custam menos e sa˜o mais
eficientes.”(ARORA, 2004, p.1, traduc¸a˜o nossa).
Seguindo a linha de racioc´ınio pode-se afirmar que para um sistema existem va´rios
projetos exequ´ıveis que respeitam os crite´rios de performance e suas restric¸o˜es, pore´m
preocupa-se aqui em encontrar o melhor projeto para o problema. Segundo Arora (2004),
o projeto de sistemas pode ser formulado como problemas de otimizac¸a˜o em que um
indicador de performance deve ser otimizado enquanto respeita todas as suas restric¸o˜es.





















Fonte: adaptado de Arora, 2004, p.5
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Podemos dizer que o processo convencional de projeto em engenharia se divide
em duas partes, a Ana´lise e o Projeto. De acordo com Arora (2004, p.5) a parte da
Ana´lise corresponde a calcular o comportamento de determinado sistema a partir de inputs
previamente especificados, ou seja, conhece-se o projeto do sistema a priori. O projeto
inicial define enta˜o a forma do sistema que deve respeitar as especificac¸o˜es te´cnicas de
desempenho.
Projetar um sistema e´ um processo de tentativa e erro, estima-se um projeto para
depois analisa´-lo e verificar se o mesmo comporta-se de acordo com as especificac¸o˜es. A
capacidade de julgamento do projetista tem grande influeˆncia na qualidade da ana´lise,
pois sera˜o indispensa´veis a sua experieˆncia, intuic¸a˜o, criatividade e conhecimento te´cnico.
Isto pode ser visto como um ponto negativo ao se deixar o julgamento humano decidir
sobre sistemas grandes e muito complexos onde a possibilidade de ocorrer erro e´ consi-
dera´vel, como por exemplo em situac¸o˜es que possuam restric¸o˜es de vibrac¸o˜es estruturais
ou uma gama muito grande de carregamentos. Pore´m, como vantagem, o projetista tem a
liberdade de fazer mudanc¸as conceituais no projeto. As Figuras (14) e (15) apresentam os
fluxogramas que ilustram o processo convencional e de Projeto O´timo, respectivamente.
A partir da descric¸a˜o precedente podemos, atrave´s de contraste, definir o me´todo de
otimizac¸a˜o de projeto como sendo o processo em que o “projetista identifica as varia´veis
de projeto, uma func¸a˜o a ser otimizada (func¸a˜o objetivo) e as func¸o˜es de restric¸a˜o do
sistema”(ARORA, traduc¸a˜o nossa, 2004, p.5). Ou seja, os atributos na˜o sa˜o fixados,
as varia´veis de projeto sa˜o determinadas numericamente e aplicadas a` func¸a˜o objetivo
enquanto respeitam as restric¸o˜es impostas pelo sistema, dando o valor otimizado de pro-
jeto.1
No Projeto O´timo a preocupac¸a˜o na˜o esta´ em saber se o mesmo respeita as restric¸o˜es
te´cnicas relativas ao problema, pois isto ja´ esta´ incluso na formulac¸a˜o matema´tica. A
preocupac¸a˜o e´ saber se o projeto e´ o melhor, ou o mais pro´ximo poss´ıvel do melhor.
1Varia´veis de projeto, func¸a˜o objetivo e restric¸o˜es esta˜o detalhadas em 2.1.1
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Figura 15 – Processo de Projeto O´timo
Identificar:
(1) Varia´veis de Projeto
(2) Func¸a˜o custo a ser minimizada





















Fonte: adaptado de Arora, 2004, p.5
6.1 FORMULAC¸A˜O DE PROBLEMAS ATRAVE´S DOME´TODODO PROJETO O´TIMO
A formulac¸a˜o de um problema a ser resolvido e´ representada por uma sequeˆncia
lo´gica de procedimentos que representem de forma completa o comportamento do sistema.
Quanto melhor formulado o problema, melhor sera´ a soluc¸a˜o do mesmo, portanto esta
etapa possui alto grau de importaˆncia. Segundo Arora (2004), para a maioria dos casos
pode-se dividir o problema em 5 passos:
1. Declarac¸a˜o do problema
2. Coleta de dados e informac¸o˜es
3. Definic¸a˜o das Varia´veis de Projeto
4. Definic¸a˜o da Func¸a˜o Objetivo
5. Definic¸a˜o das Restric¸o˜es
6.1.1 Declarac¸a˜o do problema
Inicia-se por fazer uma declarac¸a˜o discursiva do projeto. Aqui devem ser definidas
as metas e objetivos, assim como as restric¸o˜es.
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6.1.2 Coleta de dados e informac¸o˜es
As informac¸o˜es te´cnicas relevantes, custo e propriedades f´ısicas de materiais, crite´rios
de desempenho estipulados por norma, entre outros.
6.1.3 Definic¸a˜o das varia´veis de projeto
Comumentemente chamadas de varia´veis de otimizac¸a˜o, elas sa˜o independentes e
podem assimilar qualquer valor dentro do domı´nio especificado. E´ o conjunto que ira´
determinar o resultado procurado para o sistema (peso mı´nimo, custo mı´nimo, etc.),
portanto diferentes conjuntos resultara˜o em diferentes projetos2. O termo varia´veis de
projeto remete ao conjunto de inco´gnitas do problema que sera˜o representadas pelo vetor
coluna x 3 e seu nu´mero de elementos indica o grau de liberdade do projeto.
6.1.4 Definir a Func¸a˜o Objetivo
A formulac¸a˜o precisa de um paraˆmetro que sera´ usado para comparar os diferentes
projetos provenientes das diferentes varia´veis de otimizac¸a˜o, ou seja, esse paraˆmetro sera´
o crite´rio de escolha e e´ uma func¸a˜o escalar de valor nume´rico que podera´ ser obtida
apo´s a especificac¸a˜o do sistema. Tal crite´rio e´ chamado de func¸a˜o objetivo e representa
a caracter´ıstica a que se deseja maximizar ou minimizar, dependendo da situac¸a˜o, e deve
ser obrigatoriamente func¸a˜o das varia´veis de projeto. Na engenharia e´ comum pensar em
termos de menor custo, peso ou maior eficieˆncia energe´tica, portanto nesses casos teˆm-se
as func¸o˜es objetivos de minimizac¸a˜o de custo, peso e func¸a˜o objetivo de maximizac¸a˜o de
eficieˆncia energe´tica, logo um projeto otimizado possui o melhor valor para determinada
func¸a˜o objetivo.
6.1.5 Definir as restric¸o˜es
Todos os requisitos te´cnicos, de desempenho, de seguranc¸a, as diretrizes normativas
as quais devem ser respeitadas e os limites impostos pela natureza do problema sera˜o
denominados restric¸o˜es. Essas restric¸o˜es permitira˜o que a func¸a˜o objetivo retorne valores
fact´ıveis na realidade e que representem a pra´tica comum de engenharia. Cada restric¸a˜o
deve ser func¸a˜o de ao menos uma varia´vel de projeto pois so´ assim seus valores mudam
ao rodar o algoritmo.
2Neste contexto e em pa´ginas seguintes, “projeto”refere-se a`s varia´veis de projeto e a` func¸a˜o objetivo
correspondente
3algarismos em negrito representam vetores
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6.2 MODELO DE OTIMIZAC¸A˜O PADRA˜O
A maioria dos problemas pode ser transformada de uma formulac¸a˜o descritiva em
formulac¸a˜o matema´tica seguindo este modelo: Encontrar o ene´simo vetor
x = (x1, x2, ..., xn) (6.1)
de varia´veis de projeto que minimizem a func¸a˜o custo
f(x) = f(x1, x2, ..., xn) (6.2)
estando f(x) sujeito a`s p restric¸o˜es de igualdade hj(x)
hj(x) = hj(x1, x2, ..., xn); j=1 a` p (6.3)
e a`s m restric¸o˜es de desigualdade
gi(x) = gi(x1, x2, ..., xn) ≤ 0; i=1 a` m (6.4)
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7 SEARCH GROUP ALGORITHM
Desenvolvido na Universidade Federal de Santa Catarina, no Center for Optimiza-
tion and Reliability in Engineering1 (CORE) por Matheus Silva Gonc¸alves, Rafael Holdorf
Lopez e Leandro Fleck Fadel Miguel.
“[...]um novo me´todo de otimizac¸a˜o metaheur´ıstico, o Search Group Algo-
rithm (SGA), que lida com a otimizac¸a˜o de estruturas trelic¸adas. A efetividade
do SGA e´ demonstrada pela selec¸a˜o de problemas de benchmark tirados da
literatura. Atenc¸a˜o especial e´ dada aos problemas que envolvam otimizac¸a˜o
topolo´gica, varia´veis de projeto discretas e/ou restric¸o˜es de frequeˆncias na-
turais devido a`s complexidades que representam. Como conclusa˜o principal
desses experimentos nume´ricos, o SGA foi capaz de prover estruturas mais
leves em 5 dos 6 exemplos investigados, ate´ a melhor cieˆncia poss´ıvel dos
autores.[...]”(GONC¸ALVES; LOPEZ; MIGUEL, 2015, p. 165, traduc¸a˜o nossa).
De acordo com Gonc¸alves et al.(2015, p. 169), para encontrar valores de func¸a˜o objetivo
pro´ximos do o´timo, o algoritmo tenta balancear a fase de explorac¸a˜o global com explorac¸a˜o
local do espac¸o do domı´nio, a maneira com que um novo indiv´ıduo e´ gerado torna isso
poss´ıvel ao SGA. Nas primeiras iterac¸o˜es do processo de otimizac¸a˜o o algoritmo procura
por regio˜es do domı´nio promissoras (explorac¸a˜o global) e a` medida que as iterac¸o˜es va˜o
passando, o algoritmo molda seu comportamento para refinar os projetos obtidos ate´
enta˜o (explorac¸a˜o local). Ha´ tambe´m um operador de mutac¸a˜o que faz o SGA gerar
novos projetos longe dos ja´ contidos no grupo de busca —a gerac¸a˜o de indiv´ıduos e´ tarefa
executada por alguns membros da populac¸a˜o designados de grupo de busca.
“O SGA e´ compreendido por cinco passos: gerac¸a˜o da populac¸a˜o inicial, selec¸a˜o do
grupo de buscas inicial, mutac¸a˜o do grupo de buscas, gerac¸a˜o das famı´lias e selec¸a˜o do
novo grupo de buscas.”(GONC¸ALVES; LOPEZ; MIGUEL, 2015, p. 170, traduc¸a˜o nossa).
7.1 POPULAC¸A˜O INICIAL
Sendo ”indiv´ıduo”o conjunto de varia´veis de um projeto, a populac¸a˜o inicial e´ o
conjunto de indiv´ıduos e sua grandeza e´ definida pelo paraˆmetro npop. Como descrito por
Gonc¸alves et al.(2015, p. 171), a populac¸a˜o inicial e´ gerada de acordo com a equac¸a˜o 7.1 de
forma aleato´ria no domı´nio de busca. Onde Pij e´ a j-e´sima varia´vel de projeto do i-e´simo
indiv´ıduo da populac¸a˜o P, ∪[0, 1] e´ uma varia´vel uniforme aleato´ria que varia de 0 a 1,
xminj e x
max
j sa˜o o limite inferior e superior da j-e´sima varia´vel de projeto, respectivamente,
1Centro de Otimizac¸a˜o e Confiabilidade em Engenharia
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j − xminj ) ∪ [0, 1]: j = 1 a n, i = 1 a npop (7.1)
A Figura (16) ilustra a gerac¸a˜o aleato´ria de uma populac¸a˜o contida num domı´nio de duas
dimenso˜es. Cada ponto representa um indiv´ıduo da populac¸a˜o.
Figura 16 – Gerac¸a˜o da populac¸a˜o inicial
Fonte: Gonc¸alves et al., 2015, p. 166
7.2 SELEC¸A˜O DO GRUPO DE BUSCAS INICIAL
Apo´s gerac¸a˜o da populac¸a˜o inicial a func¸a˜o objetivo de cada indiv´ıduo e´ avaliada.
A Figura (17) mostra os indiv´ıduos com tamanhos diferentes: quanto maior o c´ırculo,
melhor a func¸a˜o objetivo.
Figura 17 – Populac¸a˜o inicial com valor da func¸a˜o objetivo representada pelo tamanho
dos c´ırculos
Fonte: Gonc¸alves et al., 2015, p. 166
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Apo´s levantamento das func¸o˜es objetivos o grupo de busca R e´ criado a partir da
selec¸a˜o de ng indiv´ıduos
2, esta selec¸a˜o e´ ilustrada pela Figura (18).
Figura 18 – Grupo de buscas inicial
Fonte: Gonc¸alves et al., 2015, p. 166
Como na populac¸a˜o P, cada linha do grupo de buscas R representa um indiv´ıduo,
assim sendo Ri representa a i-e´sima linha de R e tambe´m o i-e´simo indiv´ıduo do grupo de
buscas. Os indiv´ıduos do grupo de buscas sa˜o rearranjados, apo´s cada iterac¸a˜o do SGA,
de forma que as primeiras linhas sera˜o os melhores valores encontrados ate´ enta˜o, ou seja
R1 e Rng sera˜o sempre o melhor e pior projeto, respectivamente, sendo ng o nu´mero de
indiv´ıduos contido no grupo de buscas.
7.3 MUTAC¸A˜O DO GRUPO DE BUSCAS
Outra estrate´gia de explorac¸a˜o global do algoritmo consiste em mudar o grupo de
buscas a cada iterac¸a˜o, isto ocorre substituindo nmut indiv´ıduos deR por novos indiv´ıduos
gerados a partir das estat´ısticas do grupo de buscas atual. Essa parcela de R substitu´ıda e´
gerada longe da posic¸a˜o do domı´nio explorado pelo grupo de buscas corrente, explorando
assim novas regio˜es do domı´nio, portanto ampliando a efetividade da fase de explorac¸a˜o
global e diminuindo a probabilidade de o programa parar em um mı´nimo local. A seguinte
equac¸a˜o 7.2 aponta como a gerac¸a˜o de novos indiv´ıduos ocorre,
xmutj = E[R:,j] + tεσ[R:,j],: j=1 a n (7.2)
em que xmutj representa a j-e´sima varia´vel de projeto de um indiv´ıduo que mudou por
mutac¸a˜o, E e σ representam a me´dia e o desvio padra˜o, respectivamente, ε e´ uma varia´vel
2Me´todo do tournament selection Goldberg DE., Genetic algorithms in search optimization and ma-
chine learning, 1989
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aleato´ria, t e´ um paraˆmetro que controla o qua˜o longe a j-e´sima varia´vel de projeto sera´
gerada e R:,j e´ a j-e´sima coluna da matriz grupo de buscas, a qual representa uma varia´vel
de projeto do indiv´ıduo modificado.
Os indiv´ıduos com os piores valores de func¸a˜o objetivo, contidos no grupo de buscas, e´
que sera˜o modificados. Em outras palavras, os piores projetos teˆm mais chance de serem
substitu´ıdos. A Figura 19 mostra o grupo de busca da Figura 18 apo´s mutac¸a˜o, veˆ-se
que o pior indiv´ıduo — menor c´ırculo azul — e´ substitu´ıdo por um indiv´ıduo com func¸a˜o
objetivo levemente melhor — o c´ırculo verde.
Figura 19 – Mutac¸a˜o de indiv´ıduos, c´ırculo verde
Fonte: Gonc¸alves et al., 2015, p. 167
7.4 GERAC¸A˜O DAS FAMI´LIAS DE CADA MEMBRO DO GRUPO DE BUSCAS
Denomina-se famı´lia o conjunto composto por um indiv´ıduo do grupo de buscas e
os indiv´ıduos gerados pelo mesmo, denota-se cada famı´lia por Fi onde i varia de 1 a ng.
Isto e´, apo´s a formac¸a˜o do grupo de buscas R, cada um de seus elementos formara´ uma
famı´lia, isso esta´ descrito pela perturbac¸a˜o da equac¸a˜o seguinte:
xnovoj = Rij + αε,: j=1 a n, (7.3)
em que α controla o grau de perturbac¸a˜o e e´ reduzida a cada iterac¸a˜o k, de acordo com
a equac¸a˜o 7.4:
αk+1 = bαk, (7.4)
onde b e´ um paraˆmetro do SGA.
Observando as equac¸o˜es 7.3 e 7.4 pode-se compreender a forma como o SGA se com-
porta ao passar de iterac¸o˜es. No comec¸o αk e´ alto o suficiente para que, estatisticamente
falando, qualquer ponto do domı´nio de projeto seja explorado. Em outras palavras, o novo
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indiv´ıduo na˜o ficara´ necessariamente na vizinhanc¸a do grupo de buscas. Apo´s algumas
iterac¸o˜es o valor de α e´ diminu´ıdo, fazendo com que os indiv´ıduos gerados nesta fase do
processo fiquem mais perto da vizinhanc¸a do grupo de buscas. As figuras (20-a) e (20-b)
mostram a gerac¸a˜o de famı´lias nas primeiras iterac¸o˜es, a Figura (20-a) mostra os cinco
membros do grupo de busca e a Figura (20-b) mostra os indiv´ıduos gerados pelo mesmo.
As figuras (21-a) e (21-b) mostram o efeito da diminuic¸a˜o do paraˆmetro α. Nota-se que
Figura 20 – Gerac¸a˜o de famı´lias nas primeiras iterac¸o˜es
(a) (b)
Fonte: Gonc¸alves et al., 2015, p. 167
os indiv´ıduos gerados esta˜o mais aglutinados.
Figura 21 – Gerac¸a˜o das famı´lias em iterac¸o˜es posteriores
(a) (b)
Fonte: Gonc¸alves et al., 2015, p. 167
Como mencionado anteriormente — e exposto agora — e´ o paraˆmetro α que per-
mite ao SGA balancear as mudanc¸as de fase, inicialmente os indiv´ıduos gerados podera˜o
explorar grande parte do domı´nio, tentando encontrar regio˜es onde a soluc¸a˜o o´tima global
esteja localizada para depois refinar esses resultados.
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Outra caracter´ıstica desse processo e´ que a quantidade de indiv´ıduos gerados por
determinado membro do grupo de buscas e´ proporcional a` qualidade do mesmo, em outras
palavras, o membro R1 ira´ gerar mais indiv´ıduos que o membro Rng . Essa quantidade
gerada e´ imposta por um vetor v = [v1], ..., vng onde, por exemplo, o elemento v1 define
quantos indiv´ıduos o membro do grupo de busca R1 gera. Duas regras esta˜o impl´ıcitas




(v) = npop − ng
2. vi+1 ≤ vi
A primeira mante´m o nu´mero da populac¸a˜o constante apo´s cada iterac¸a˜o e a segunda
permite que melhores projetos possuam famı´lias maiores.
7.5 SELEC¸A˜O DO NOVO GRUPO DE BUSCAS
Como ja´ mencionado, durante as primeiras iterac¸o˜es do SGA, diz-se que o mesmo
esta´ na fase global e seu principal objetivo e´ explorar o ma´ximo poss´ıvel do domı´nio
escolhendo ao mesmo tempo os melhores indiv´ıduos de cada famı´lia para fazer parte do
grupo de buscas. Quando o nu´mero de iterac¸o˜es ultrapassa o paraˆmetro itmaxglobal, a selec¸a˜o
dos membros do grupo de buscas e´ modificada. Nesse momento o algoritmo esta´ na fase
local e o grupo de busca e´ formado pelos ng melhores membros entre todas as famı´lias,
explorando assim as regio˜es dos melhores projetos encontrados ate´ enta˜o.
7.6 ME´TODO DE PENALIDADE EM OTIMIZAC¸A˜O HEURI´STICA
Os me´todos de otimizac¸a˜o que utilizam func¸o˜es de penalidade permitem a resoluc¸a˜o
de problemas com restric¸o˜es atrave´s da formulac¸a˜o de problemas sem restric¸o˜es. Um al-
goritmo de otimizac¸a˜o, ao ser executado, ira´ arbitrar as varia´veis de projeto, dentro dos
limites inferior e superior especificados, para um conjunto chamado populac¸a˜o inicial e
testar a resposta da func¸a˜o objetivo de custo, por exemplo, para essa populac¸a˜o. Os meno-
res valores de custo sa˜o salvos para a pro´xima iterac¸a˜o. Portanto a te´cnica utilizada para
fazer o software convergir para um valor fact´ıvel e´ o emprego de func¸o˜es de penalidade.
Caso uma soluc¸a˜o na˜o respeite as restric¸o˜es impostas pelo algoritmo, a func¸a˜o objetivo
dessa soluc¸a˜o e´ incrementada por uma penalidade proporcional ao grau de violac¸a˜o da
restric¸a˜o, como descrito na equac¸a˜o 7.5
f(x) = f(x) + Pt(x) (7.5)
Aumentando o valor da func¸a˜o objetivo dessa forma — caso seja func¸a˜o objetivo de
minimizac¸a˜o — a soluc¸a˜o torna-se suscet´ıvel a ser descartada, ja´ que sa˜o as melhores
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soluc¸o˜es que sa˜o armazenadas.
Na literatura encontram-se diversos me´todos de penalidade, entre eles os mais populares
sa˜o a quadratic loss function, inverse barrier function, log barrier function e augmented
Lagrangian methods (ARORA, 2004).
O presente trabalho utilizou o me´todo descrito em Gonc¸alves et al. (2015, p. 168) e a










“onde (·)+ = (·)+|(·)|
2
, em que |(·)| indica o valor absoluto, h e´ um escalar positivo, pi e´ uma
resposta do sistema e p∗i e´ o seu limite. A func¸a˜o penalidade Pt(x) e´ enta˜o adicionada a`




bilizac¸a˜o da capacidade de suporte u´ltima do solo de fundac¸a˜o. Essas imposic¸o˜es sa˜o









MR o somato´rio dos momentos resistentes em relac¸a˜o ao ponto A, exposto na
Figura (22), composto por todas as forc¸as verticais multiplicadas por seus respectivos
brac¸os de alavanca, excetuando os empuxos passivos PT e PK ; e
∑
MS o somato´rio das
forc¸as que favorecem o tombamento, compreendido unicamente pela parcela horizontal do
empuxo ativo Pax , expresso por
Pax = Pa cos β (8.2)
As presso˜es laterais devido ao solo — empuxos — sa˜o calculadas atrave´s da Teoria
de Empuxo Ativo e Passivo de Rankine (DAS, 2006). O coeficiente de empuxo ativo ka
e o coeficiente de empuxo passivo kp sa˜o definidos segundo as Equac¸o˜es (8.3) e (8.4),
respectivamente
ka = cos β
cos β −
√
cos2 β − cos2 θ
cos β +
√









em que β e´ o aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude, como na Figura (22), e θ o aˆngulo de atrito
do solo considerado.






sendo o somato´rio de forc¸as horizontais resistentes ao deslizamento
∑
Fr, definido pela
Equac¸a˜o (8.6), composta por: atrito causado pelo peso do muro, peso do solo acima da
base e sobrecarga, a adesa˜o da base do muro ao solo de fundac¸a˜o devida a` coesa˜o, e o
empuxo passivo agindo ao lado esquerdo do muro. O somato´rio de forc¸as horizontais
solicitantes
∑
FS compreende apenas a parcela de empuxo lateral ativo do solo de aterro

















V e´ a soma das forc¸as verticais devido ao peso do muro, do solo e da sobrecarga;
φbase o aˆngulo de atrito interno do solo de fundac¸a˜o; B a largura da base; cbase a adesa˜o
entre o solo de fundac¸a˜o e a base do muro; e Pp o empuxo passivo computado ate´ o plano










em que γbase e´ o peso espec´ıfico do solo de fundac¸a˜o e D1 e´ a altura do bloco de
tenso˜es do empuxo lateral passivo.






onde qult e´ a capacidade de suporte u´ltima descrita pela equac¸a˜o de Terzaghi





sendo c a coesa˜o do solo de fundac¸a˜o; Nc, Nq e Nγ os fatores de capacidade de carga
de Terzaghi; γaterro o peso espec´ıfico do solo de aterro; D a altura de solo acima da base
do muro; B′ a largura efetiva da base do muro e e a excentricidade:





















8.1.2 Resisteˆncias e demandas estruturais
Para satisfazer os crite´rios estruturais, as solicitac¸o˜es de momento e esforc¸o cortante
em cada sec¸a˜o cr´ıtica devem ser menores que as resisteˆncias a` flexa˜o e ao esforc¸o cortante.







em que Mn e´ a resisteˆncia a` flexa˜o, φ e´ o coeficiente nominal de resisteˆncia, que
segundo ACI (2005) equivale a 0.9; As e´ a a´rea transversal de ac¸o na sec¸a˜o, fy e´ a
resisteˆncia ao escoamento do ac¸o, d a distaˆncia da face mais comprimida ao centroide das
armaduras e a a altura do bloco de tenso˜es equivalente, dada na seguinte equac¸a˜o
a = β1dl (8.14)
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onde β1 e´ um coeficiente de valor igual 0.85 para o intervalo 17MPa ≤ fc ≤ 28MPa
e dl a distaˆncia da fibra de maior deformac¸a˜o a` linha neutra (ACI, 2005).




em que φ e´ o coeficiente nominal de resisteˆncia, equivalente a 0.75 para resisteˆncia
ao cisalhamento; fc a resisteˆncia a` compressa˜o do concreto e b a largura da sec¸a˜o avaliada





d = h− Cb− dn
2
(8.17)
sendo h a altura da sec¸a˜o, Cb o cobrimento nominal de concreto e dn o diaˆmetro
nominal da barra de ac¸o.
















8.2 VARIA´VEIS DE PROJETO
A Figura (23) ilustra as varia´veis de projeto utilizadas na formulac¸a˜o do muro de
contenc¸a˜o. Sa˜o 12 varia´veis de projeto, sendo 8 delas referentes a` geometria do muro e
4 referentes a` a´rea de armadura, uma para cada sec¸a˜o cr´ıtica. As varia´veis geome´tricas
sa˜o tomadas como cont´ınuas, ja´ as de armadura foram configuradas como discretas. X1
representa o comprimento da base do muro; X2 o comprimento do pe´; X3 a largura inferior
do tardoz; X4 a largura superior do tardoz; X5 a espessura da base; X6 a distaˆncia da
extremidade esquerda da base ate´ a face posterior da chave; X7 a largura da chave; e X8 a
altura da chave. Entre as varia´veis de reforc¸o estrutural, R1 refere-se a` armadura vertical
do tardoz; R2 a` armadura horizontal do pe´; R3 a` armadura horizontal do calcanhar; e R4
a` armadura vertical da chave.
As varia´veis de reforc¸o estrutural esta˜o arranjadas em uma base de dados, onde a
configurac¸a˜o das armaduras e´ pre´-definida respeitando os limites geome´tricos e de taxas
mı´nimas de ac¸o recomendados por ACI 318-05 (2005). Sa˜o 223 combinac¸o˜es representando






1.7q + 1.4γcX5 + 1.4γsH + 1.4
Wbs +Wbsdh
2
− 0.9qdh + qmin
2
]
(lcal − dh) (8.23)
sendo q a sobrecarga sobre o talude; Wbs o peso ma´ximo da parcela do talude
inclinado acima do tardoz; q1 e´ a intensidade da pressa˜o de fundac¸a˜o no intercepto do
tardoz e o calcanhar; lcal e´ o comprimento do calcanhar; Wbsdh e´ a intensidade do peso do
talude inclinado acima do tardoz, a uma distaˆncia dh para a direita e qdh e´ a intensidade
da pressa˜o da fundac¸a˜o a uma distaˆncia dh.
Devem ser determinados os comprimentos de ancoragem ba´sicos descritos por ACI















≥ 300 mm para dn ≥ 19 mm
(8.24)
ψt, ψe e λ sa˜o tomados neste estudo como 1.0. O comprimento de ancoragem com




≥ 150 mm (8.25)
e para o ca´lculo da quantidade de ac¸o, as ancoragens com gancho devera˜o ser acres-
cidas de 12dn (comprimento do gancho).
8.4 FUNC¸A˜O OBJETIVO
Em concordaˆncia com o problema originalmente proposto por Saribas e Erbatur
(1996), duas func¸o˜es objetivos foram verificadas: func¸a˜o objetivo de minimizac¸a˜o de custo
e func¸a˜o objetivo de minimizac¸a˜o de peso, fcusto e fpeso, respectivamente. Os paraˆmetros
de custo consideram a quantidade de material utilizado, ma˜o de obra e instalac¸a˜o. O
custo e o peso sa˜o avaliados para um metro de muro.
fcusto = CaWa + CcVc (8.26)
sendo Ca o custo do ac¸o por quilograma, Wa o peso do ac¸o, Cc o custo do concreto
por m3 e Vc o volume de concreto.
fpeso = Wa + 100Vcγc (8.27)
sendo o escalar 100 utilizado para conversa˜o de unidades, nesse caso para retornar
o peso de concreto em quilogramas.
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8.5 RESTRIC¸O˜ES
Para obter resultados em concordaˆncia com a boa pra´tica da engenharia, o di-
mensionamento deve possuir estabilidades geote´cnica e estrutural respeitando limitac¸o˜es
geome´tricas. Pode-se dividir as restric¸o˜es em duas categorias: restric¸o˜es de contorno e
restric¸o˜es de desigualdade. A te´cnica utilizada para fazer o algoritmo convergir para um
valor fact´ıvel e´ o emprego das func¸o˜es penalidade. Caso uma soluc¸a˜o na˜o respeite as
restric¸o˜es impostas, a func¸a˜o objetivo dessa soluc¸a˜o e´ incrementada por uma penalidade
proporcional ao grau de violac¸a˜o da restric¸a˜o, como descrito a seguir
f(x) = f(x) + Pt(x) (8.28)
Aumentar o valor da func¸a˜o objetivo dessa forma faz com que a soluc¸a˜o seja des-
cartada, pois apenas as melhores sa˜o armazenadas. Foi utilizado o me´todo exposto por










onde (·)+ = (·)+|(·)|
2
, |(·)| indica o valor absoluto, h e´ um escalar positivo, pi e´ uma
resposta do sistema e p∗i e´ o seu limite. A func¸a˜o penalidade Pt(x) e´ enta˜o adicionada a`
equac¸a˜o 8.28.
8.5.1 Restric¸o˜es de contorno
Para obter projetos de dimenso˜es fact´ıveis e em acordo com o estado da arte,
utilizaram-se os limites inferiores e superiores de varia´veis de projeto propostos por Sa-
ribas e Erbatur (1996) e Camp e Akin (2012). Esses limites sa˜o incorporados ao SGA e
sera˜o especificados nas sec¸o˜es seguintes.
8.5.2 Restric¸o˜es de desigualdade
A Tabela (2) compreende todas as restric¸o˜es de desigualdade, sendo g[1−3] as res-
tric¸o˜es geote´cnicas, g[5−12] as restric¸o˜es estruturais, g[13−20] os limites de armadura, g[21−22]
as restric¸o˜es geome´tricas do muro e g[23−26] as limitac¸o˜es geome´tricas para o comprimento
de ancoragem.
FSTprojeto, FSDprojeto, FSuprojeto sa˜o pre´-definidos para cada exemplo; como o solo
na˜o resiste a` trac¸a˜o qmin deve ser positivo.
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Tabela 2 – Restric¸o˜es de desigualdade












− 1 ≤ 0 g22 X6+X7X1 − 1 ≤ 0








− 1 ≤ 0 g25 ldbcalcX2+X3−Cb − 1 ≤ 0
g[13−16] AsminAs − 1 ≤ 0 g26 ldhchaveX5−Cb − 1 ≤ 0
Fonte: elaborado pelo autor.
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9 OTIMIZAC¸A˜O E RESULTADOS
Nesta sec¸a˜o sera´ discutida a eficieˆncia do algoritmo proposto. Os dois estudos de
caso avaliados aqui foram adaptados de Saribas e Erbatur (1996). O primeiro exemplo e´
ideˆntico ao original e o segundo exemplo foi modificado para observar o efeito da adic¸a˜o
de uma chave na base do muro. Foi feita tambe´m a ana´lise de sensibilidade nos dois
exemplos, variando o aˆngulo de atrito interno do aterro, o aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude
e a sobrecarga atuante.
Para tanto, os paraˆmetros do SGA sera˜o iguais nas ana´lises de sensibilidade, para os
dois exemplos: npop = 100 (populac¸a˜o); it
max = 200 (nu´mero de iterac¸o˜es); itmaxglobal = 0, 9
(percentagem de iterac¸o˜es atribu´ıda a` fase global); αk = 2 (perturbac¸a˜o descrita na
sec¸a˜o 7.4); αmin = 0, 015; nmut = 4 (nu´mero de mutac¸o˜es); ng = 0, 1 (grupo de buscas
equivalente a 10% da populac¸a˜o) e o expoente de penalidade h = 104. Cada resultado
foi obtido por 100 execuc¸o˜es do algoritmo e esta˜o expostos em termos de: melhor func¸a˜o
objetivo, me´dia e desvio padra˜o.
9.1 EXEMPLO 1
9.1.1 Melhores projetos
Neste exemplo foram avaliadas a func¸a˜o objetivo custo e func¸a˜o objetivo peso. Os
paraˆmetros de projeto utilizados esta˜o retratados na Tabela (3) e os limites inferior e
superior das varia´veis de projeto na Tabela (4). Tanto os paraˆmetros quanto os limites
das varia´veis foram retirados do estudo de Camp e Akin (2012).
Na˜o e´ considerada chave abaixo da base, assim sendo as varia´veis de projeto se
restringem a cinco (X1−5) varia´veis dimensionais e treˆs (R1−3) varia´veis estruturais. Os
melhores projetos obtidos esta˜o considerados na Tabela (5) e conjuntamente se encontram
os resultados obtidos por Camp e Akin (2012).
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Tabela 3 – Paraˆmetros (exemplo 1)
Paraˆmetro Unidade S´ımbolo Valor
Altura do tardoz m H 3,0
Resisteˆncia ao escoamento do ac¸o MPa fy 400
Resisteˆncia a` compressa˜o do concreto MPa fc 21
Cobrimento nominal m Cb 0,07
Coeficiente de armadura suplementar — ρst 0,002
Sobrecarga kPa q 20
Inclinac¸a˜o do talude ◦ β 10
Aˆngulo de atrito interno do aterro ◦ φ1 36
Aˆngulo de atrito interno do solo de fundac¸a˜o ◦ φ2 0
Peso espec´ıfico do solo de aterro kN/m3 γs1 17,5
Peso espec´ıfico do solo de fundac¸a˜o kN/m3 γs2 18,5
Peso espec´ıfico do concreto kN/m3 γc 23,5
Coesa˜o do solo de fundac¸a˜o kPa c 125
Altura de embutimento do muro m D 0,5
Custo do ac¸o $/kg Ca 0,4
Custo do concreto $/m3 Cc 40
Fator de seguranc¸a ao tombamento — SFTprojeto 1,5
Fator de seguranc¸a ao deslizamento — SFDprojeto 1,5
Fator de seguranc¸a para capacidade de suporte — SFuprojeto 3
Fonte: adaptado de Design of Retaining Walls using Big Bang-Big Crunch Optimization, Camp e Akin,
2012.
Tabela 4 – Limites das varia´veis de projeto (exemplo 1)
Varia´vel de projeto Unidade Limite inferior Limite Superior
X1 m 1,3090 2,3333
X2 m 0,4363 0,7777
X3 m 0,2000 0,3333
X4 m 0,2000 0,3333
X5 m 0,2722 0,3333
R1 — 1 223
R2 — 1 223
R3 — 1 223
Fonte: adaptado de Design of Retaining Walls using Big Bang-Big Crunch Optimization, Camp e Akin,
2012.
Para a func¸a˜o objetivo custo obteve-se valor mı´nimo de $70,16/m, me´dia de $70,46/m
e desvio padra˜o de $0,225/m. O mı´nimo e´ 1,03% menor do que o obtido pelo BB-BC.
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Tanto a quantidade de ac¸o quanto o volume de concreto sa˜o levemente menores e a princi-
pal diferenc¸a entre os projetos encontra-se no comprimento da base do muro, representado
pela varia´vel X1, como exposto na Tabela (5).
O menor valor obtido para a func¸a˜o objetivo peso foi de 2584,46 kg/m, sua me´dia foi
2589,00 kg/m e o desvio padra˜o 2,189 kg/m. O resultado e´ 0,92% menor, comparado ao de
Camp e Akin (2012), sendo que o resultado obtido pelo SGA retornou aproximadamente
1 kg a mais de ac¸o, pore´m o peso geral acabou menor devido ao volume de concreto
levemente inferior. As varia´veis de projeto sa˜o similares, excetuando o comprimento da
base do muro (X1) que e´ 2,23% menor.
Tabela 5 – Melhores projetos (exemplo 1)
BB-BC, Camp e Akin (2012) SGA
Varia´vel de projeto Custo Peso Custo Peso
X1(m) 1,7428 1,7450 1,7056 1,7061
X2(m) 0,6197 0,6424 0,6019 0,6546
X3(m) 0,2678 0,2000 0,2677 0,2000
X4(m) 0,2000 0,2000 0,2000 0,2000
X5(m) 0,2722 0,2722 0,2722 0,2722
R1 15-10mm 27-10mm 15-10mm 27-10mm
R2 10-10mm 10-10mm 9-10mm 12-10mm
R3 10-10mm 10-10mm 9-10mm 10-10mm
Ac¸o (kg/m) 59,6182 82,1380 58,8023 83,1023
Concreto (m3/m) 1,1761 1,0750 1,1658 1,0644
Func¸a˜o Objetivo $70,89/m 2608,37 kg/m $70,1584/m 2584,46 kg/m
Fonte: elaborado pelo autor.
9.1.2 Ana´lise da convergeˆncia
A Figura (25) ilustra a forma da convergeˆncia do SGA para a me´dia obtida em
200 iterac¸o˜es. Nota-se uma leve inflexa˜o da curva de custo a partir da iterac¸a˜o 180,
que representa a mudanc¸a de fase global para fase local de explorac¸a˜o. Pore´m, nota-se
tambe´m que a soluc¸a˜o na˜o se diferencia muito ao passar de fases. Essa mudanc¸a e´ quase
impercept´ıvel na curva de pesos, pore´m ha´ uma leve inflexa˜o.
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Figura 25 – Curvas de convergeˆncia (exemplo 1)
Iteração

































Fonte: elaborado pelo autor.
A curva de pesos convergiu muito mais ra´pido que a de custos, isto se deve ao fato
de que a func¸a˜o objetivo de custo leva em considerac¸a˜o as constantes Cc e Ca, ou seja,
existe uma dualidade em que o ac¸o tem alto impacto no custo final do projeto, portanto
o processo de otimizac¸a˜o tenta balancear entre os dois paraˆmetros, volume de concreto
e peso de ac¸o, ate´ o final do procedimento. Como a quantidade de ac¸o e seu respectivo
peso teˆm pouca relevaˆncia no peso total, a ra´pida convergeˆncia da curva de pesos se da´
pelo fato de que as varia´veis de dimensa˜o refletem em magnitude maior e portanto sa˜o
definidas inicialmente, pouco importando o peso do ac¸o, pois o mesmo vai sendo refinado
posteriormente e, ainda assim, pouco impactando o resultado final.
9.1.3 Ana´lise da sensibilidade
A Figura (26) ilustra a sensibilidade do custo e do peso em func¸a˜o da variac¸a˜o
da sobrecarga. Para esta ana´lise, foram coletadas a me´dia de custo e a me´dia de peso,
variando a sobrecarga de 0 kPa a 50 kPa. Os resultados indicam que, entre os extremos,
houve aumento de 41.33% no custo e de 23.48% no peso. Logo, a variac¸a˜o da sobrecarga
e´ mais influente no custo, o que e´ natural, pois sua ac¸a˜o impacta diretamente nos esforc¸os
solicitantes e consequentemente na quantidade de armadura necessa´ria.
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Figura 26 – Efeito da sobrecarga sobre custo e peso (exemplo 1)
Sobrecarga q (kPa)





























Fonte: elaborado pelo autor.
A Figura (27) apresenta as curvas de custo e peso sobre variac¸a˜o do aˆngulo de
inclinac¸a˜o do talude, que foi variado de 0◦ a 30◦. Houve aumento de 4.42% no custo e
1.47% no peso. Analogamente ao caso anterior, o custo e´ mais sens´ıvel que o peso.
Figura 27 – Efeito do aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude sobre custo e peso (exemplo 1)
Ângulo de inclinação β  (°)


























Fonte: elaborado pelo autor.
No gra´fico representado pela Figura (28), ilustra-se a diminuic¸a˜o do peso e do custo,
causada pela variac¸a˜o do aˆngulo de atrito, de 28◦ a 38◦. Houve diminuic¸a˜o de 14.16%
para o custo e de 12.21% para o peso.
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Figura 28 – Efeito do aˆngulo de atrito do solo de aterro sobre custo e peso (exemplo 1)
Ângulo de atrito φ (°)


































Fonte: elaborado pelo autor.
De forma sintetizada, o custo e´ mais sens´ıvel aos paraˆmetros analisados. Pode-se
inferir que isto se deve ao fato de que todos os paraˆmetros sujeitos a` ana´lise de sensibilidade
influenciam diretamente nos esforc¸os solicitantes e portanto na quantidade de armadura
necessa´ria. O concreto possui mais relevaˆncia nas restric¸o˜es geote´cnicas, e sua contribuic¸a˜o
principal e´ no peso do sistema. Assim sendo, por ser um material mais oneroso, o ac¸o
enquanto necessidade estrutural acaba por tornar a func¸a˜o custo mais sens´ıvel.
9.2 EXEMPLO 2: CASO 1 (SEM CHAVE) E CASO 2 (COM CHAVE)
9.2.1 Melhores projetos
Neste exemplo dois projetos sa˜o considerados: um com chave na base (caso 1) e
outro sem chave na base (caso 2). Os paraˆmetros sa˜o correlatos aos propostos por Saribas
e Erbatur (1996), entretanto o valor da coesa˜o foi considerado igual a zero, fazendo com
que a resisteˆncia ao deslizamento seja composta apenas pela parcela do atrito e do empuxo
passivo. Dessa forma, a chave torna-se mais relevante e seu efeito mais percept´ıvel. A
Tabela (6) conte´m os paraˆmetros utilizados no exemplo 2 e a Tabela (7) conte´m os limites
inferiores e superiores das varia´veis de projeto. Tanto os paraˆmetros quanto os limites
das varia´veis foram retirados do estudo de Camp e Akin (2012).
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Tabela 6 – Paraˆmetros (exemplo 2)
Paraˆmetro Unidade S´ımbolo Valor
Altura do tardoz m H 4,5
Resisteˆncia ao escoamento do ac¸o MPa fy 400
Resisteˆncia a` compressa˜o do concreto MPa fc 21
Cobrimento nominal m Cb 0,07
Coeficiente de armadura suplementar — ρst 0,002
Sobrecarga kPa q 30
Inclinac¸a˜o do talude ◦ β 0
Aˆngulo de atrito interno do aterro ◦ φ1 28
Aˆngulo de atrito interno do solo de fundac¸a˜o ◦ φ2 34
Peso espec´ıfico do solo de aterro kN/m3 γs1 18,5
Peso espec´ıfico do solo de fundac¸a˜o kN/m3 γs2 17,0
Peso espec´ıfico do concreto kN/m3 γc 23,5
Coesa˜o do solo de fundac¸a˜o kPa c 0
Altura de embutimento do muro m D 0,3
Custo do ac¸o $/kg Ca 0,4
Custo do concreto $/m3 Cc 40
Fator de seguranc¸a ao tombamento — SFTprojeto 1,5
Fator de seguranc¸a ao deslizamento — SFDprojeto 1,5
Fator de seguranc¸a para capacidade de suporte — SFuprojeto 1,5
Fonte: adaptado de Design of Retaining Walls using Big Bang-Big Crunch Optimization, Camp e Akin,
2012.
Tabela 7 – Limites das varia´veis de projeto (exemplo 2)
Varia´vel de projeto Unidade Limite inferior Limite Superior
X1 m 1,96 5,50
X2 m 0,65 1,16
X3 m 0,25 0,50
X4 m 0,25 0,50
X5 m 0,40 0,50
X6 m 1,96 5,50
X7 m 0,20 0,50
X8 m 0,20 0,50
R1 — 1 223
R2 — 1 223
R3 — 1 223
R4 — 1 223
Fonte: adaptado de Design of Retaining Walls using Big Bang-Big Crunch Optimization, Camp e Akin,
2012..
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As Tabelas (8) e (9) exibem os valores mı´nimos obtidos com o SGA e por Camp e
Akin (2012) nos casos 1 e 2, respectivamente. Para o caso 1, sem chave na base, o menor
custo obtido foi de $241,99/m, o qual e´ 3,50% maior que o de Camp e Akin (2012), me´dia
de $245,08/m e desvio padra˜o de $2,26/m. O menor peso foi de 8123,62 kg/m, 3,86%
maior que o BB-BC, me´dia de 8144,47 kg/m e desvio padra˜o de 31,51 kg/m.
Tabela 8 – Melhores projetos para o exemplo 2.1 (sem chave)
BB-BC, Camp e Akin (2012) SGA
Varia´vel de projeto Custo Peso Custo Peso
X1 4,40 4,31 4,1240 4,0690
X2 0,70 0,65 0,6649 0,6501
X3 0,49 0,41 0,4884 0,4150
X4 0,25 0,25 0,2500 0,2500
X5 0,40 0,40 0,4495 0,4515
R1 23-12mm 22-14mm 23-12mm 22-14mm
R2 15-10mm 15-10mm 18-10mm 23-10mm
R3 27-12mm 22-14mm 21-14mm 22-14mm
Ac¸o (kg/m) 242,0282 280,4037 253,4662 290,1265
Concreto (m3/m) 3,425 3,209 3,5151 3,3334
Func¸a˜o Objetivo $233,8113/m 7821,554 kg/m $241,9920/m 8123,62 kg/m
Fonte: elaborado pelo autor.
Como no exemplo 1, a grande diferenc¸a nas varia´veis de projeto se encontra no
comprimento da base do muro, pore´m desta vez a quantidade de armadura e a altura
da base X5 se diferenciaram levemente. Isso se deve pelo seguinte motivo: a formulac¸a˜o
matema´tica em que esse estudo se baseou na˜o esta´ completamente expl´ıcita, portanto ha´
uma pequena divergeˆncia entre os dois estudos, apesar de grandes esforc¸os para encontrar
a forma utilizada em alguns ca´lculos, obscuros para o presente autor.
Um exemplo claro e´ na formulac¸a˜o dos esforc¸os resistentes ao deslizamento: nas
func¸o˜es de custo e peso, a altura da base do muro ficou levemente maior, ou seja, neste
estudo o algoritmo teve que majorar a influeˆncia do empuxo passivo na computac¸a˜o dessa
resisteˆncia para que a mesma respeitasse o fator de seguranc¸a ao deslizamento (quanto
mais profundo o embutimento do muro, maior sera´ o empuxo passivo). Entretanto no
estudo de Camp e Akin (2012) o comprimento da base X1 foi maior. Arrisca-se dizer
que esse incremento no comprimento aumentou a quantidade de solo acima do muro,
aumentando o peso sobre o mesmo e elevando a parcela de resisteˆncia ao deslizamento
por atrito. De forma sintetizada, aumentou-se a parcela do atrito em detrimento do
empuxo passivo. Para melhor compreensa˜o consultar Equac¸a˜o (8.6).
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Para o caso 2, com chave na base, foram obtidos resultados melhores. O custo
($225,63/m) foi 0,81% menor, com me´dia de $228,13/m e desvio padra˜o de $5,11/m. O
peso (7442,92 kg/m) foi 1,10% menor, a me´dia das 100 execuc¸o˜es foi de 7483,89 kg/m e
o desvio padra˜o de 68,33 kg/m.
Tabela 9 – Melhores projetos para o exemplo 2.2 (com chave)
BB-BC, Camp e Akin (2012) SGA
Varia´vel de projeto Custo Peso Custo Peso
X1 3,97 3,76 3,6119 3,4559
X2 0,84 0,68 0,7625 0,6501
X3 0,49 0,41 0,4998 0,4150
X4 0,25 0,25 0,2519 0,2500
X5 0,40 0,40 0,4286 0,4222
X6 2,90 3,22 2,2678 2,2314
X7 0,20 0,20 0,2017 0,2002
X8 0,48 0,49 0,4875 0,5000
R1 23-12mm 22-14mm 10-18mm 22-14mm
R2 15-10mm 18-10mm 16-10mm 20-10mm
R3 24-12mm 20-14mm 10-18mm 24-12mm
R4 6-10mm 6-10mm 13-10mm 27-10mm
Ac¸o (kg/m) 233,7902 270,9573 230,2975 263,12
Concreto (m3/m) 3,349 3,087 3,3378 3,0552
Func¸a˜o Objetivo $227,4761/m 7525,407 kg/m $225,6312/m 7442,92 kg/m
Fonte: elaborado pelo autor.
Esse resultado confirma os problemas e diferenc¸as entre estudos, apontado na ana´lise
do caso 1, pois a aplicac¸a˜o de chave em muros de contenc¸a˜o se deve principalmente
a resistir o deslizamento, atrave´s do empuxo passivo. Deve-se notar que no caso 1 os
projetos obtidos pelo SGA foram piores, pois o algoritmo tentava respeitar o fator de
seguranc¸a ao deslizamento aumentando a altura da base do muro X5 (elevando o empuxo
passivo). Em contrapartida, no caso 2 os resultados foram melhores, pois o presente co´digo
melhor aproveita o empuxo passivo, e a profundidade de ca´lculo do mesmo e´ maior: altura
da chave somada a` altura da base do muro (X5 +X8), tornando a chave mais eficiente.
9.2.2 Ana´lise da sensibilidade
Diferentemente do exemplo 1, na˜o sera´ avaliada a sensibilidade da func¸a˜o peso. Os
gra´ficos representados pelas Figuras (29), (30) e (31) ilustram o comportamento da func¸a˜o
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objetivo custo frente a` variac¸a˜o dos paraˆmetros sobrecarga, aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude
e aˆngulo de atrito, respectivamente. Atrave´s destas informac¸o˜es pode-se aferir a utilidade
da chave embutida, refletida na diminuic¸a˜o dos custos.
Relembrando que neste exemplo a coesa˜o e´ tomada como nula, elevando o grau de
importaˆncia do empuxo passivo e o atrito entre solo e muro para resistir aos esforc¸os
deslizantes. A sobrecarga foi variada de 0 kPa a 40 kPa, o aˆngulo de inclinac¸a˜o β de 0°
a 15° e o aˆngulo de atrito do solo de aterro de 28° a 36°. Os resultados para β maiores
que 15° na˜o foram expostos, pois o algoritmo na˜o retornou projetos concordantes com as
restric¸o˜es impostas.
Para sobrecarga nula o muro com chave teve custo 4,33% menor que o muro com
chave e para sobrecarga de 40 kPa o custo foi 12,18% menor que o caso sem chave.
Figura 29 – Efeito da sobrecarga sobre o custo (exemplo 2)
Sobrecarga q (kPa)
















Fonte: elaborado pelo autor.
Para aˆngulo de inclinac¸a˜o 0° o custo foi 6,82% menor e para 15° o custo foi 10,87%
menor.
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Figura 30 – Efeito do aˆngulo de inclinac¸a˜o do talude sobre o custo (exemplo 2)
Ângulo de inclinação β  (°)













Fonte: elaborado pelo autor.
O aˆngulo de atrito impactou menos na diferenc¸a de custos, sendo 6,82% menor, para
φ =28°, que o caso sem chave.
Figura 31 – Efeito do aˆngulo de atrito do aterro sobre o custo (exemplo 2)
Ângulo de atrito φ (°)

















Fonte: elaborado pelo autor.
De forma geral, a utilizac¸a˜o da chave resultou em custos menores em todas as
ana´lises. Afere-se tambe´m que quanto mais extrema a situac¸a˜o, maior a efica´cia da chave





A formulac¸a˜o de dimensionamento deste trabalho foi feita considerando as hipo´teses
de que na˜o existe atrito entre o solo e o muro e que o muro se comporta como um corpo
r´ıgido. Para essas hipo´teses foi feita a codificac¸a˜o em MATLAB das func¸o˜es objetivo,
parte mais fastidiosa de todo o conjunto, tentando se aproximar da formulac¸a˜o descrita
por Camp e Akin (2012) e pode-se dizer, pelos resultados pro´ximos entre os estudos, que
ha´ similaridade satisfato´ria entre as formulac¸o˜es matema´ticas e, consequentemente, nos
resultados.
Com poucas iterac¸o˜es, o algoritmo de otimizac¸a˜o meta-heur´ıstico SGA convergiu
para projetos adequados, demonstrando efica´cia funcional e eficieˆncia computacional. Na˜o
obstante, deixou a desejar na avaliac¸a˜o das varia´veis estruturais, todavia creˆ-se que impor
um limite superior a`s restric¸o˜es de momentos balancearia este problema.
Ficou claro que em situac¸o˜es que demandem estruturas mais robustas, ou que pos-
suem solo de fundac¸a˜o na˜o coesivo, a utilizac¸a˜o da chave na base do muro retorna soluc¸o˜es
mais econoˆmicas. Caso seja pretenso o uso desta soluc¸a˜o em obras extensas, como por
exemplo em rodovias, a reduc¸a˜o de gastos sera´ significativa. Deve-se constatar tambe´m
o aspecto pra´tico que a maleabilidade da formulac¸a˜o permite, como por exemplo, trocar
alguns paraˆmetros para avaliar a resposta do sistema e usar esta informac¸a˜o para tomar
deciso˜es de projeto. Dois exemplos pra´ticos seriam variar, ale´m dos paraˆmetros utilizados
no estudo de sensibilidade, a resisteˆncia caracter´ıstica do concreto (fck) ou a tensa˜o de
escoamento do ac¸o (fy).
De forma sumarizada, a utilizac¸a˜o de um algoritmo de otimizac¸a˜o ja´ influi na ob-
tenc¸a˜o de sistemas mais eficientes e, ao empregar este me´todo conjuntamente com um
elemento construtivo que pressuponha melhora no desempenho (uso de chave no muro),
projetos econoˆmicos sa˜o esperados.
10.1 SUGESTO˜ES PARA TRABALHOS FUTUROS
Este trabalho enfocou a utilizac¸a˜o de um complemento construtivo (chave) que serve
majoritariamente para resolver problemas de estabilidade translacional. Semelhante ca-
racterizac¸a˜o poderia ser feita com outros sistemas construtivos, como por exemplo o uso
de geoteˆxteis e tirantes. Poderia ser estudado o efeito do n´ıvel da a´gua no custo e a
utilizac¸a˜o de um tipo de drenagem ou outra.
Um aprimoramento nota´vel seria formular o presente problema considerando o muro
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